
1xδ 1yδ 1zδ 2xδ 2yδ 2zδ 3yδ 3zδ3xδ1
xIδ 1

yIδ 2
xIδ 2

yIδ 3
xIδ 3

yIδ

1x

1y

1z

2x

3x

1
xJ

1
yJ

2
xJ

2
yJ

3
xJ

3
yJ

2y

3y

2z

3z

( ) ( )( )n nv J r IJ I dA G
M m

δδ δ
⎡ ⎤+ ∇ +∇

+ = −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫

i ii ( ) ( )nn n nv I J IJ I v r J r dA G
M m m m m
δ δ δ δ

∇ ∇ ∇⎡ ⎤∇
+ + + + = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

i i ii i

2 4 2 4 2 4

1 5 3 5 3 1 5

1xδ 1yδ 1zδ 2xδ 2yδ 2zδ 3yδ 3zδ3xδ1
xIδ 1

yIδ 2
xIδ 2

yIδ 3
xIδ 3

yIδ

1x

1y

1z

2x

3x

1
xJ

1
yJ

2
xJ

2
yJ

3
xJ

3
yJ

2y

3y

2z

3z

( ) ( )( )n nv J r IJ I dA G
M m

δδ δ
⎡ ⎤+ ∇ +∇

+ = −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫

i ii ( ) ( )nn n nv I J IJ I v r J r dA G
M m m m m
δ δ δ δ

∇ ∇ ∇⎡ ⎤∇
+ + + + = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

i i ii i

2 2 4

1 5 3 1 5

1xδ 1yδ 1zδ 2xδ 2yδ 2zδ 3yδ 3zδ3xδ1
xIδ 1

yIδ 2
xIδ 2

yIδ 3
xIδ 3

yIδ

1x

1y

1z

2x

3x

1
xJ

1
yJ

2
xJ

2
yJ

3
xJ

3
yJ

2y

3y

2z

3z

( ) ( )( )n nv J r IJ I dA G
M m

δδ δ
⎡ ⎤+ ∇ +∇

+ = −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫

i ii ( ) ( )nn n nv I J IJ I v r J r dA G
M m m m m
δ δ δ δ

∇ ∇ ∇⎡ ⎤∇
+ + + + = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

i i ii i

2 4

1 5

1xδ 1yδ 1zδ 2xδ 2yδ 2zδ 3yδ 3zδ3xδ1
xIδ 1

yIδ 2
xIδ 2

yIδ 3
xIδ 3

yIδ

1x

1y

1z

2x

3x

1
xJ

1
yJ

2
xJ

2
yJ

3
xJ

3
yJ

2y

3y

2z

3z

( ) ( )( )n nv J r IJ I dA G
M m

δδ δ
⎡ ⎤+ ∇ +∇

+ = −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫

i ii ( ) ( )nn n nv I J IJ I v r J r dA G
M m m m m
δ δ δ δ

∇ ∇ ∇⎡ ⎤∇
+ + + + = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

i i ii i
Weak Statement ( with diffusion and interface migration)
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same as the part given in the class 1 5 new terms, related to flux and virtual mass diffusion
2 interface migration only, m

t fl d i t l di l t l d t i t l diff i d4 new terms, flux and virtual displacement coupled  3 new terms, virtual mass diffusion and norm

2D case is already discussed in class, and the H matrix is given.
3D case for inerface migration has  been studied in previous projects, eg.  



Here we extend the formulation to 3D case with both diffusion and interface migration Here we extend the formulation to 3D case with both diffusion and interface migration 
Finite element method:
Constant stress triangular element
1. Local coordinates for CST element:

 2. Global coordinates for the triangular element:



3. Transformation from local coordinates to global coordinates:3. Transformation from local coordinates to global coordinates:
Details of the transformation have been discussed in previous project x, 

For example:

where

This is a standard process for transformation of integrands in multiple integration
Now we're ready to calculate the each term of the H matrix. It is basically the same as the homework, except for some tricks in FEM code. 
In the following page, I will derive an example for each different type new term in 3D formulation.



is the unit normal direction of the element surface
For simplification, we use the same shape function for flux J. Notes: the flux J on an element surface only has two directions 
So means the the flux of mth node in direction1 1 1 2 2 2( )I N I N I N I N I N I N Iδ δ δ δ δ δ δ+ + + +

( , , )n a b c=

nJSo means the the flux of mth node in direction

And

( )J IJ I dA G
M m
δ δ

∇ ∇⎡ ⎤
+ = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

i ii

( )nv I
dA G

m
δ

∇⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

i

1 1 1 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , )I N I N I N I N I N I N Iδ δ δ δ δ δ δ= + + + +

( , , )n a b c=

1 1 1 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , )J N J N J N J N J N J N J= + + + +

n
mJ

1 1 1 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , )I N I N I N I N I N I N Iδ δ δ δ δ δ δ∇ = + + + +i

1 1 1 2 2 2
1,1 1 2,1 2 3,1 3 1,2 1 2,2 2 3,2 3J N J N J N J N J N J N J∇ = + + + + +i , , ,m

m n
NN n
n

ξ η∂
= =

∂

1,1 2,11 2
4,9

N NN NH dA
M m

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦∫
1 1
1 2J and Iδ

4,9H

And

( )J IJ I dA G
M m
δ δ

∇ ∇⎡ ⎤
+ = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

i ii

( )nv I
dA G

m
δ

∇⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

i

1 1 1 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , )I N I N I N I N I N I N Iδ δ δ δ δ δ δ= + + + +

( , , )n a b c=

1 1 1 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , )J N J N J N J N J N J N J= + + + +

n
mJ

1 1 1 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , )I N I N I N I N I N I N Iδ δ δ δ δ δ δ∇ = + + + +i

1 1 1 2 2 2
1,1 1 2,1 2 3,1 3 1,2 1 2,2 2 3,2 3J N J N J N J N J N J N J∇ = + + + + +i , , ,m

m n
NN n
n

ξ η∂
= =

∂

1,1 2,11 2
4,9

N NN NH dA
M m

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦∫
1 1
1 2J and Iδ

4,9H

1 5

( )J IJ I dA G
M m
δ δ

∇ ∇⎡ ⎤
+ = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

i ii

( )nv I
dA G

m
δ

∇⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

i

1 1 1 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , )I N I N I N I N I N I N Iδ δ δ δ δ δ δ= + + + +

( , , )n a b c=

1 1 1 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , )J N J N J N J N J N J N J= + + + +

n
mJ

1 1 1 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , )I N I N I N I N I N I N Iδ δ δ δ δ δ δ∇ = + + + +i

1 1 1 2 2 2
1,1 1 2,1 2 3,1 3 1,2 1 2,2 2 3,2 3J N J N J N J N J N J N J∇ = + + + + +i , , ,m

m n
NN n
n

ξ η∂
= =

∂

1,1 2,11 2
4,9

N NN NH dA
M m

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦∫
1 1
1 2J and Iδ

4,9He.g. relates to                         so 

4

( )J IJ I dA G
M m
δ δ

∇ ∇⎡ ⎤
+ = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

i ii

( )nv I
dA G

m
δ

∇⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

i

1 1 1 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , )I N I N I N I N I N I N Iδ δ δ δ δ δ δ= + + + +

( , , )n a b c=

1 1 1 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , )J N J N J N J N J N J N J= + + + +

n
mJ

1 1 1 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , )I N I N I N I N I N I N Iδ δ δ δ δ δ δ∇ = + + + +i

1 1 1 2 2 2
1,1 1 2,1 2 3,1 3 1,2 1 2,2 2 3,2 3J N J N J N J N J N J N J∇ = + + + + +i , , ,m

m n
NN n
n

ξ η∂
= =

∂

1,1 2,11 2
4,9

N NN NH dA
M m

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦∫
1 1
1 2J and Iδ

4,9H

4

( )J IJ I dA G
M m
δ δ

∇ ∇⎡ ⎤
+ = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

i ii

( )nv I
dA G

m
δ

∇⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

i

1 1 1 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , )I N I N I N I N I N I N Iδ δ δ δ δ δ δ= + + + +

( , , )n a b c=

1 1 1 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , )J N J N J N J N J N J N J= + + + +

n
mJ

1 1 1 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , )I N I N I N I N I N I N Iδ δ δ δ δ δ δ∇ = + + + +i

1 1 1 2 2 2
1,1 1 2,1 2 3,1 3 1,2 1 2,2 2 3,2 3J N J N J N J N J N J N J∇ = + + + + +i , , ,m

m n
NN n
n

ξ η∂
= =

∂

1,1 2,11 2
4,9

N NN NH dA
M m

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦∫
1 1
1 2J and Iδ

4,9H



e.g.

nJ r dA G
m
δ δ∇⎡ ⎤ = −⎢ ⎥⎣ ⎦∫

i

3,10H 2
1 2z and Iδ 1 2,2

3,10

N cN
H dA

m
= ∫

2,1 3
9,12

N N b
H dA

m
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∫1

2 3J and yδ9,12H

e.g.
relates to                         so 

3

nJ r dA G
m
δ δ∇⎡ ⎤ = −⎢ ⎥⎣ ⎦∫

i

3,10H 2
1 2z and Iδ 1 2,2

3,10

N cN
H dA

m
= ∫

2,1 3
9,12

N N b
H dA

m
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∫1

2 3J and yδ9,12H

3

e.g.

nJ r dA G
m
δ δ∇⎡ ⎤ = −⎢ ⎥⎣ ⎦∫

i

3,10H 2
1 2z and Iδ 1 2,2

3,10

N cN
H dA

m
= ∫

2,1 3
9,12

N N b
H dA

m
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∫1

2 3J and yδ9,12H
e.g.
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Detailed integration of H is straightforward and not shown here. The whole H matrix can be found in the Matlab code.
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