
Mit einem Auge auf den mathema/schen Horizont:
Was der Lehrer braucht für die Zukun= seiner Schüler

Deborah Löwenberg Ball und Hyman Bass
University of Michigan U.S.A.

43. Jahrestagung für DidakEk der MathemaEk

Oldenburg, Deutschland• 2 ‐ 6 März 2009
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Drei Beispiele des
Mathema/schen Lernens
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Messung einer Fläche im ersten
Schuljahr
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Von Vermutungen zu Beweisen
im driHen Schuljahr

Der Vermutung von Betsy:

‘Addieren von zwei ungeraden Zahlen ergibt immer
eine gerade Zahl.’

• 4
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Horizont
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What does ‘three fourths’ mean?

7

  

! 

3

4
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Unterricht mit einem Auge auf
den mathema/schen Horizont

9

Where are we
mathemaEcally?

Is this
mathemaEcally
interesEng?

Is this an important
mathemaEcal insight?

Is some
mathemaEcs being
distorted?

Is something being said or implied
that could have mathemaEcally
problemaEc consequences later?
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Zwei Bedingunden des Unterrichts

1. Intellektuelle Ehrlichkeit

2. Respekt vor und Verpflichtung zum Lernen von
jedem Schüler

10
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Unterricht der verantwortlich ist
und bei den Schülern gut ankommt

• Hears the mathemaEcs in students’
representaEons and talk

• NoEces misconcepEons in students’
representaEons and talk

• Balances mathemaEcal rigor with generosity
toward emerging ideas

• Manages mathemaEcal opportuniEes wisely

11
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Mathema/sche Verantwortung
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Was ist
Mathema/k für das Unterrichten?

Mathema/cal Knowledge for Teaching––MKT
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Die Grundbegriffe unseres Ansatzes,
der auf die Praxis auVaut

1. Das Feststellen von dem mathemaEschen Unterbau
des Unterrichts

2. Analyze what mathemaEcal knowledge is involved in
the work of teaching (MKT)

3. Develop measures of MKT, validate teacher scores
against pracEce and against student achievement
gains

4. Develop and evaluate approaches to helping
teachers learn mathemaEcal knowledge for teaching
(MKT)
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MulEplizieren Sie einmal
diese Zahlen:

Knowing  mul/plica/on

  49
X 25
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Knowing mul/plica/on for teaching

Welche mathemaEschen Begriffe wurden dabei verwendet?

49

25x

405

108

1485

(a) 49

25x

100

225

325

(b) 49

25x

1250

25

1275

(c)
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Knowing division with frac/ons

2 ÷

17

  

! 

2

3
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Knowing division of frac/ons for teaching
Which of these can represent 2 ÷    ?

(a)

(d)

(b)

(c)

(e)

  

! 

2

3
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Beispiele aus dem Unterricht
1. SelecEng/designing tasks
2. IdenEfying and working toward the mathemaEcal goal of the

lesson
3. Listening to and interpreEng students’ responses
4. Analyzing student work
5. Teaching students what counts as “mathemaEcs” and

mathemaEcal pracEce
6. Making students’ errors into good mathemaEcal work
7. Anending to the ambiguity of specific words
8. Deciding what to clarify, what to make more precise, what to

leave in student’s own language

19
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Pedagogical Content Knowledge

Common
Content

Knowledge
(CCK)

Specialized
Content

Knowledge
(SCK)

Knowledge of
Content and
Students (KCS)

Knowledge of
Content and
Teaching (KCT)

Subject MaHer Knowledge

Knowledge at
the mathemaEcal

horizon

Knowledge
of

curriculum

Mathema/k für das Unterrichten (MKT)
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Pedagogical Content Knowledge

Common
Content

Knowledge
(CCK)

Specialized
Content

Knowledge
(SCK)

Knowledge of
Content and
Students (KCS)

Knowledge of
Content and
Teaching (KCT)

Subject MaHer Knowledge

Knowledge at
the mathema/cal

horizon

Knowledge
of

curriculum

Mathema/k für das Unterrichten (MKT)
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Wo (oder was) ist der
 “mathema/sche Horizont” und
wie sollte es die Arbeit der Lehrer

beeinflussen?
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Video

• Drines Schuljahr, U.S.A., 8 – 9 Jahre
•   Untersuchung der geraden und ungeraden

Zahlen
•  Diskussion einer überraschenden Idee von

einem Schüler
• MathemaEsche TäEgkeiten (vermuten,

beweisen, definieren)
• Norms of respect
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BiHe achten Sie auf diese Aspekte

1. Welche sind die wichEgen mathemaEschen
Themen?

2. Wo ist der “mathemaEsche Horizont”?

3. Welche Themen könnten die Arbeit der
Lehrerin beeinflussen?
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Die Idee von Shea

25

Die Zahl 6 kann auch
ein gerade und ein
ungerade Zahl sein.
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Welche Mathema/k sehen Sie in
diesem Video?

that the teacher––
– might need to be aware of

– might need to deal with

– might use to help navigate the situaEon?

Auf was sollte die Lehrerin achten
(bei der Mathema/k)?

27
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Welche Mathema/k sehen Sie in
diesem Video?

• Reasoning, and criEcal listening; imperaEve for mathemaEcal
jusEficaEon

• Die Zahl 6 kann auch eine gerade Zahl und eine ungerade Anzahl
sein.

• drei DefiniEonen für gerade und ungerade Zahlen: ‘fair share’ –– 2•n
und (2•n) + 1; ‘pair’–– n•2 und (n•2) +1; alternierend

• What would be mathemaEcally precise definiEons of even and odd
usable by third graders?

• Lin states Shea’s idea, then generalizes it in order to convince him it
is unreasonable

• What are these “Shea numbers?”
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Mathema/sche Verantwortung

–Make judgments about mathemaEcal importance

–Hear what students are saying

–Highlight and underscore key points

–AnEcipate and make connecEons

–NoEce mathemaEcal opportuniEes

–Catch mathemaEcal distorEons or possible precursors to
later mathemaEcal confusion or misrepresentaEon

29
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Welche Mathema/k sollte ein Lehrer
kennen für die Zukun= seiner Schüler?

1. A sense of the mathemaEcal
environment surrounding the
current “locaEon”

2. Major disciplinary ideas and
structures

3. MathemaEsche TäEgkeiten

1. Core mathemaEcal values and
aestheEcs

1. DefiniEons, factorizaEon,
modular arithmeEc

2. Number systems, Körper
Axiome,  equaEons

3. Establishing equivalence,
choosing representaEons,
proving

4. Precision, consistency,
efficiency

30
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Current thoughts about
horizon knowledge as a domain of MKT
• Horizon knowledge is advanced knowledge that equips teachers with

perspecEve for their work; it is not knowledge of the kind they need to
understand in order to explain it to pupils

• Knowledge of the horizon does not create an imperaEve to act in any parEcular
mathemaEcal direcEon

• Some horizon knowledge is topics, some is pracEces, some is values

• Wir wissen nicht die Antworten auf mehrere wichEge Fragen

– How far out or in what direcEon the useful horizon extends

– How much detail is needed

– How horizon knowledge can be acquired and developed

– How horizon knowledge is related to student achievement

31
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